Grundlagen der analytischen
Mechanik

Seminar: Theorie der komplexen Systeme

Marcus Tassler
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Zyklische Variablen



Zwangsbedingungen

Definitionen:

Zwangsbedingungen sind geometrische
Bindungen die die freie Bewegung eines
Massepunktes einschranken.
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Zwangsbedingungen

Definitionen:

Zwangsbedingungen sind geometrische
Bindungen die die freie Bewegung eines
Massepunktes einschranken.

Zwangskrafte sind Krafte die
Zwangsbedingungen realisieren, d.h. Krafte
die die freie Bewegung eines Massenpunktes
einschranken.



Zwangsbedingungen

Beispiel
Bewegung eines Massenpunkts auf einer
gekrummten Oberflache im Schwerefeld

Zwangsbedingung:
Oberflachengleichung
f(xla L2, iUg) =0

Zwangskraft: Z
kompensiert £, und
Zentrifugalkraft
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Zwangsbedingungen

Holonome Zwangsbedingungen:
Zwangsbedingungen der Form
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Holonom-skleronome Zwangsbedingung:
Zwangsbedingungen der Form
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Zwangsbedingungen

Holonome Zwangsbedingungen:
Zwangsbedingungen der Form

fu(ﬁlﬁl,fﬁg,... ,.’EN,t) n 07 M= 1727“' » P
Holonom-skleronome Zwangsbedingung:
Zwangsbedingungen der Form

aaif =0, p=1,2,...,p(z.B.: starrer Korper)

Holonom-rheonome Zwangsbedingungen:
Zwangsbedingungen der Form % =+ ()

Im folgenden: konservativ-holonome Systeme
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Zwangsbedingungen

Eine holonome Zwangsbedingung erlaubt die
Eliminierung einer Koordinate z; und
reduziert somit die Anzahl der Freiheitsgrade

eines Systems um 1.



Zwangsbedingungen

Eine holonome Zwangsbedingung erlaubt die
Eliminierung einer Koordinate z; und
reduziert somit die Anzahl der Freiheitsgrade
eines Systems um 1.

Der Zustand eines N- Teilchensystems laf3t
sich somit beil p holonomen
Zwangsbedingungen tber 3N — p freie
Koordinaten beschreiben.



Zwangsbedingungen

Die Koordinaten ¢, ..., g, werden als
generalisierte Koordinaten bezeichnet wenn

folgende Bedingungen erflllt sind:

Der Zustand des betrachteten physikalischen
Systems wird eindeutig Uber die Koordinaten

qi, - - ., qs festgelegt.
Die Koordinaten ¢, . . ., ¢, sind unabhangig.
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Zwangsbedingungen

Die Koordinaten ¢y, ..., g, werden als
generalisierte Koordinaten bezeichnet wenn
folgende Bedingungen erflllt sind:

Der Zustand des betrachteten physikalischen
Systems wird eindeutig Uber die Koordinaten
qi, - - ., qs festgelegt.

Die Koordinaten ¢, . . ., ¢, sind unabhangig.

Der von den ¢; aufgespannte Raum heil3t
Konfigurationsraum



d’Alembertsches Prinzip

Definitionen:

Virtuelle Verriuckung or;:
Infinitesimale Koordinatenanderung bel
konstant gehaltener Zeit (6t = 0) unter

Beruc

Virtue

Ksichtigung der Zwangsbedingungen.

le Arbeit: W, = F - 67



d’Alembertsches Prinzip

Newtonsche Bewegungsgleichung far
Tellchen i )
E =K, + 7, =mr,
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d’Alembertsches Prinzip

Newtonsche Bewegungsgleichung far
Tellchen i )
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d’Alembertsches Prinzip

Newtonsche Bewegungsgleichung flr
Teilchen i: )
F, = K; + Z; = my7;
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d’Alembertsches Prinzip

Newtonsche Bewegungsgleichung far
Teilchen i: )
E =K, + 7, =mr,

Somit gilt: Zi([@ —mr;) - 67+ Y, Z; - 67 = 0)
I Z; - 67, = 0 (Prinzip der virtuellen Arbeit)

d’Alembertsches Prinzip
>, (Ki —mr;) - 675 = 0




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

=5 ([4(2) - &) -0) o




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

5 (4 () -] - @) -

T: Kinetische Energie




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

S 9 9
2 (6 (5F) - ) - @) das =0
Generalisierte Kraftkomponenten:
Q=Y Ki- &

6%‘




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

S d (9 oT
Pl ({dt (agj) aqj} Qj) 0gj =0
Generalisierte Kraftkomponenten:
N > Or
Q] : ZiZI KZ . 6qj
Konservative Systeme:
N — Q=

_8_qj




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

S d (9 oT
Pl ({dt (agj) aqj} Qj) 0gj =0
Generalisierte Kraftkomponenten:
N > Or
Q] : ZiZI KZ . 6qj
Konservative Systeme:
N — Q=

g5
Definition: Lagrange-Funktion

L(QIHQS) q.lﬂq.S? t) » T(QlQS) q.lﬂq.Sa t) I V(QlQS)




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

S 9
2 j=1 (L?t (quj) aﬂ Qj) 0gj =0
Konservative Systeme:

S (doL _ 9L i
by = (dtaq'j aqj) 0q; =0




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

S d (0T oT
Konservative Systeme:

S (doL _ oL \_
by = (dt ag; ~ 9q; ) 0g; = 0

unabhangig bel holonomen ZB




Lagrange Gleichung

d’Alembertsches Prinzip
In generalisierten Koordinaten:

S
o ([4 () - ] - o) =
Konservative Systeme:

S (doL _ oL i
D i1 (dtaq'j aqj) 0qj = 0

Konservative Systeme mit holonomen ZB:

d OL oL :
T e 0| (Lagrange- Gleichungen 2. Art)
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Lagrange Gleichung

Beispiel: Pendel

V(¢p) = mgl(1 — cos ¢)
T(@) = ymi*¢’
L = ml (%lé2 — g(1 — cos ¢))

d 0L (9L:O

Lagrange Gleichung 2.Art  fur ¢: Hoq — 04




Lagrange Gleichung

Beispiel: Pendel

V(o) = mgl(1 — cos ¢)
T(¢) = yml*¢’
L = ml (%lé2 — g(1 — cos qb))

d OL oL O
dt 9 oo

= ml (lgb + g sin gb) = 0, kleine ¢: h — —%gb

Lagrange Gleichung 2.Art  flr ¢:




Lagrange Gleichung

Beispiel: Pendel

V(¢p) = mgl(1 — cos ¢)
T(@) = ymi*¢’
L = ml (%lé2 — g(1 — cos ¢))

d 0L (9L:O

Lagrange Gleichung 2.Art  fur ¢: Hoq — 04

= ¢ = acos /%t + bsin /9t
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Hamiltonsches Prinzip flr konservative Systeme
Definition Wirkungsfunktional
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Hamiltonsches Prinzip
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Definition Wirkungsfunktional
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Konkurrenzschar M mit

1) q(F) : q(t1) = qu; q(t2) = e
2) q(t) = q-(t) + 6q(t)

3) 0g(t1) = 0q(t2) =0
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Hamiltonsches Prinzip flr konservative Systeme
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1) q(t) : q(tr) = qa; q(t2) = ¢
2) q(t) = q-(t) + 6q(t)

3) 0q(t1) = 0q(t2) =0




Hamiltonsches Prinzip

Hamiltonsches Prinzip flr konservative Systeme
Definition Wirkungsfunktional

S(q(t)) = [,? L(q(t), 4(t), t)dt

Konkurrenzschar M mit

1) q(F) : q(t1) = qu; q(t2) = e
2) q(t) = q-(t) + 6q(t)
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Hamiltonsches Prinzip

Hamiltonsches Prinzip flr konservative Systeme
Definition Wirkungsfunktional

S(q(t)) = 7 L(q(t), (1), t)dt

Konkurrenzschar M mit
1) 4(¢) : q(t1) = Ga; (t2) = Ge
2) q(t) = ¢;(t) + dq(t)

3) 0q(t1) = dq(t2) =0
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Hamiltonsches Prinzip

Hamiltonsches Prinzip flr konservative Systeme
Definition Wirkungsfunktional

S(q(t)) = 7 L(q(t), (1), t)dt

Konkurrenzschar M mit

1) q(t) : ql¢1) = da; qlt2) = e
2) q(t) = ¢ (t) + dq(t)

3) 0q(t1) = dq(t2) =0

|

Hamiltonsches Prinzip: L(SS(q?(t)) =0
Variation




Hamiltonsches Prinzip

Hamiltonsches Prinzip flr konservative Systeme
Definition Wirkungsfunktional

S(q(t)) = 7 L(q(t), (1), t)dt

Konkurrenzschar M mit

1) q(t) : ql¢1) = da; qlt2) = e
2) q(t) = ¢ (t) + dq(t)

3) 0q(t1) = dq(t2) =0

Hamiltonsches Prinzip:  [65(g,(t)) =0
Tafelrechnung: Herleitung der Lagrange- Gleichungen
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Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip in anderen
Bereichen der Physik



Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip in anderen
Bereichen der Physik

Allgemeine Relativitatstheorie

§ [ d*zy/=g (LR + Lot +A) =0
(Hamiltonsches Prinzip der ART)

R + (A — £) g*F = —kTF

(Einsteinsche Feldgleichungen)

L s - T '-:7 =7
B = =
e T = = e
e e e e Rty = :
e =1 7 et
e —t roede - ———
= e N [ e S 4 R e T R o e
¢ = At g g
" ik L ¥ - by
A x L2 . £
% . " e o P
L % : o e |
- t
r.
i
i +
.-
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Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip in anderen
Bereichen der Physik

Quantenfeldtheorie
5S =6 [ d*zL(dr, dr,) = O

(Prinzip der kleinsten Wirkung)

oL 9 oL i
6. 8x“8gbr,u_o’ P = .

ook /w' ) (Euler_ Lagrange- GleiChungen)
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Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip in anderen
Bereichen der Physik

Quantenfeldtheorie
5S =6 [ d*zL(dr, dr,) = O
(Prinzip der kleinsten Wirkung)

oL _ B2l =0, r=12,...
e (Euler- Lagrange- Gleichungen)
m(2) = 225, H(@) = (@), (@) - L(6r,61,)

(Impuls- Feld und Hamiltondichte)
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Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip in anderen
Bereichen der Physik

Quantenfeldtheorie
5S =6 [ d*zL(dr, dr,) = O

(Prinzip der kleinsten Wirkung)

oL 8 oL i
6. 8x“8gbr,u_o’ P = .

T BT (Euler- Lagrange- Gleichungen)
L = Y(u" — m*¢?) = (9,0" +m?)e = 0
(Reelles Klein-Gordon-Feld)

|
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Hamiltonsches Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip in anderen
Bereichen der Physik

Quantenfeldtheorie
5S =6 [ d*zL(dr, dr,) = O

(Prinzip der kleinsten Wirkung)

oL 8 oL i
6. 83:“8@%,#_0’ i = N7

i o S (Euler- Lagrange- Gleichungen)
L=y Op—m)y — %(@AM)((‘?VA“)_— epyr ALY =
(i 0y — m)p = ey Ayp, DA" = ey

(Quantenelektrodynamik)
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Zyklische Variable

Definition: Zyklische Variable

: L L
Variable ¢; mit 5. =0




Zyklische Variable

Definition: Zyklische Variable

Variable ¢; mit g{f = ()
Jede zyklische Variable fuhrt auf einen
Erhaltungssatz:
d oL OL a1
dtog, _ag | T o e
N——— —,—,

Lagrange Gleichung 2. Art



Zyklische Variable

Definition: Zyklische Variable
Variable ¢; mit 2& = (

0q;
Jede zyklische Variable fuhrt auf einen
Erhaltungssatz:
d L _ 0L L
90 oa 0= p; = 9 = const

Generalisierte Koordinaten sollten daher so
gewahlt dald moglichst viele zyklisch sind.
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Zyklische Variable

Symmetrien und Erhaltungssatze
(Noethersche Theoreme)




Zyklische Variable

Symmetrien und Erhaltungssatze
(Noethersche Theoreme)

Homogenitat der Zeit

%_jz? =0 H = 25:1292'6]}' — L = const




Zyklische Variable

Symmetrien und Erhaltungssatze
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Zyklische Variable

Symmetrien und Erhaltungssatze
(Noethersche Theoreme)

Homogenitat der Zeit

%_jz? = U=l 25:1292'6]}' — L. = const
Homogenitat des Raums

P =S M, = const (Impulserhaltung)



Zyklische Variable

Symmetrien und Erhaltungssatze
(Noethersche Theoreme)

Homogenitat der Zeit
%_jz? =0& H = Zfﬂpiéji — L = const

Homogenitat des Raums

P =S M, = const (Impulserhaltung)

Isotropie des Raums

—

L = Zf\il m;7; X 7; = const (Drehimpulserh.)
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Tell Il: Hamilton und
Hamilton-Jacobi Mechanik



Ubersicht

Hamilton Mechanik
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Ubersicht

Hamilton Mechanik
Legendre Transformation, Hamiltonfunktion
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Ubersicht

Hamilton Mechanik
Legendre Transformation, Hamiltonfunktion
Kanonische Bewegungsgleichungen
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Hamilton Mechanik
_egendre Transformation, Hamiltonfunktion
Kanonische Bewegungsgleichungen

Poisson- Klammer
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Ubersicht

Hamilton Mechanik

_egendre Transformation, Hamiltonfunktion
Kanonische Bewegungsgleichungen
Poisson- Klammer

Kanonische Phasentransformationen

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. 1



Ubersicht

Hamilton Mechanik

_egendre Transformation, Hamiltonfunktion
Kanonische Bewegungsgleichungen
Poisson- Klammer

Kanonische Phasentransformationen
Hamilton-Jacobi Mechanik
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Ubersicht

Hamilton Mechanik

_egendre Transformation, Hamiltonfunktion
Kanonische Bewegungsgleichungen
Poisson- Klammer

Kanonische Phasentransformationen
Hamilton-Jacobi Mechanik
Hamilton-Jacobi Gleichung
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Ubersicht

Hamilton Mechanik

_egendre Transformation, Hamiltonfunktion
Kanonische Bewegungsgleichungen
Poisson- Klammer

Kanonische Phasentransformationen
Hamilton-Jacobi Mechanik
Hamilton-Jacobi Gleichung

Separation der Variablen

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. 1



Legendre Transformation

Gegeben: f(z,y) mit
df = udx 4+ vdy, u = (%) ;U= (%)



Legendre Transformation

Gegeben: f(z,y) mit
df = udx 4+ vdy, u = (g—x) ;U= (g—i)

Gesucht: g(z,v) mit dg = udxr — ydv, y = (%)



Legendre Transformation

Gegeben: f(z,y) mit
df = udx 4+ vdy, u = (g—x) ;U= (g—i)

Gesucht: g(z,v) mit dg = udxr — ydv, y = (%)

Losung: df = udx + vdy = udx + d(vy) — ydv



Legendre Transformation

Gegeben: f(z,y) mit
df = udx 4+ vdy, u = (g—x) ;U= (g—i)

Gesucht: g(z,v) mit dg = udxr — ydv, y = (%)

Losung: df = udx + vdy = udx + d(vy) — ydv
= d(f — vy) = udx — ydv



Legendre Transformation

Gegeben: f(z,y) mit
df = udzr + vdy, u = (g—x) v = (g_g)
Gesucht: g(z,v) mit dg = udxr — ydv, y = (%)

Losung: df = udx + vdy = udx + d(vy) — ydv
= d(f — vy) = udx — ydv

g(x,v) mit dg = udxr — ydv



Legendre Transformation

Gegeben: f(z,y) mit
df = udx 4+ vdy, u = (g—x) ;U= (%)

Gesucht: g(z,v) mit dg = udxr — ydv, y = (%)

Losung: df = udx + vdy = udx + d(vy) — ydv
= d(f — vy) = udx — ydv
Legendre- Transformierte von f bezuglichy:

g(@,v) = f(z,y) —vy, v= (%)



Hamilton-Funktion

Gegeben: L(Ql? ' 7QS7q.17 ' 7q.87t) mit
dL = g—qudCh . 8L - Aqs +prdgy + .. + psdgs + aLdt

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton-Funktion

Gegeben: L(Ql? ' 7QS7q.17 ' 7q.87t) mit
dL = g—qud% -+ 2k g, 45 + p1dqi + .. + psdgs + aLdt

oL -
a; (verallgemeinerte Impulse)

Di =

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton-Funktion

G@g@ben: L(ql, s(s,q1, .-y Qs t) mit
dL = o2dgy + .. + 52dgs + p1dgi + .. + padds + Grdt
Gesucht: Phasenraumfkt. H(q1, .., ¢s, p1, -+, Ps, t)

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton-Funktion

Gegeben: L(Ql? ' 7QS7q.17 ' 7q.87t) mit
dL = g—qud% . 8L - Aqs +prdgy + .. + psdgs + aLdt

Gesucht: Phasenraumfkt. H(q,..,q95,01, -, Ds, )

Legendre Transformierte von L bezulglich ¢;:
Tl(Ql) -y {4s, P1, q.27 2o qsv t) =L — q.lpl
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Hamilton-Funktion

Gegeben: L(Qla ' 7QS7q.17 ' 7q.87t) mit
dL = g—qud% . 8L - Aqs +prdgy + .. + psdgs + aLdt

Gesucht: Phasenraumfkt. H(q,..,q95,01, -, Ds, )

Legendre Transformierte von L bezulglich ¢;:

Tl(Ql) -y {4s, P1, q.27 2o qsv t) =L — q.lpl
Legendre Transformierte von L bzgl. ¢, .., g,:

Tl,..,S(QI7 -y 4s, P1, "7p87t) =L — Zf:l quz

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. 2



Hamilton-Funktion

Gegeben: L(Qla ' 7QS7q.17 ' 7q.87t) mit
dL = g—qud% . 8L - Aqs +prdgy + .. + psdgs + aLdt

Gesucht: Phasenraumfkt. H(q,..,q95,01, -, Ds, )

Legendre Transformierte von L bezulglich ¢;:

Tl(Ql) -y {4s, P1, q.27 2o qsv t) =L — q.lpl
Legendre Transformierte von L bzgl. ¢, .., g,:

Ty s(qu, G5, D1, -, Psyt) = L — > 01 Gip
Definition Hamilton-Funktion
H(Ql? oy qsyP1y -+9 Ps; t) = _Tl,..,s s Zf:l QZpZ — L

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. 2



Hamilton-Funktion

Gegeben: L(Qla ' 7QS7q.17 ' 7q.87t) mit
dL = g—qﬁdm . 8L - Aqs +prdgy + .. + psdgs + aLdt

Gesucht: Phasenraumfkt. H(q,..,q95,01, -, Ds, )

Legendre Transformierte von L bezulglich ¢;:

Tl(Ql) -y {4s, P1, q.27 2o qsv t) =L — q.lpl
Legendre Transformierte von L bzgl. ¢, .., g,:

Tl,..,S(Q17 oy 4sy, P15y -+5 Ps; t) =L — Zf:l quz
Definition Hamilton-Funktion

H(Ql? oy {sy P15 -5 Psy t) = _Tl,..,s . Zf:l QZpZ — I
Tafelrechnung: Kanonische Bewegungsgleichungen
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Hamilton Funktion

Beispiel: Pendel

=~
- O

) = mgl(1 — cos ¢)



Hamilton Funktion

Beispiel: Pendel

V(o) = mgl(1 — cos ¢)
T(¢) = yml*¢?
L = ml (%lé2 — g(1 — cos qb))

Verallgemeinerter Impuls:  p,; = = ml?¢



Hamilton Funktion

Beispiel: Pendel

V(o) = mgl(1 — cos ¢)
1(9) = bmi3?

2

L = ml (%W — g(1 — cos ¢))

Verallgemeinerter Impuls:  p; = % = mi2¢

2

H=T+YV = 2%2 - mlg(1 — cos @)




Hamilton Funktion

Beispiel: Pendel

V(o) = mgl(1 — cos ¢)
T(¢) = smi*¢?

2

L = ml (%lé2 — g(1 — cos qb))

Verallgemeinerter Impuls:  p; = g—g = mi2¢

2

H— TV — 2 + mlg(1l — cos ¢)

2ml?

(gultig far konservativ-holonome Systeme)

Grundlal gen der anal ytischen Mechanik — p. Z




Hamilton Funktion

Beispiel: Pendel

V(o) = mgl(1 — cos ¢)
T(¢) = yml*¢’
L = ml (%lé2 — g(1 — cos qb))




Hamilton Funktion

Beispiel: Pendel

V(o) = mgl(1 — cos ¢)
() = gml*¢"
L =ml (%W —g(1 — cos ¢))

kleine ¢: mi%p = py, = —mlgp = | = —4¢




Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer
of O Of O
(@50, 9@ 70} s =iy (Yo - 8o
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Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer
- S of 0 of 0
(@p,1), 9(q, 0, ) a5 = D iy (aqfi agi a}i aé)

Eigenschaften

Poissonklammern erlauben die pragnante
Formulierung klassicher Gesetze

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer
- S of 0 of 0
(@p,1), 9(q, 0, ) a5 = D iy (aqfi agi a}i aéi)

Eigenschaften

Poissonklammern erlauben die pragnante
Formulierung klassicher Gesetze

Die Quantenmechanik erhalt ihren Bezug
zur klassischen Mechanik tber die
Korrespondenz von Kommutator und
Poisson Klammer im Heisenberg- Bild

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. 2



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer

(@ 7.0,0(@ 5.0} gr = XL, (92 - 5100
Fundamentale Poisson Klammer

16,9 ap =0, {Pi,pitar =0, 14, pjtar = 9

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer

of O Of O
{f(q, D), 9(q, P, 8) a5 = D iy (aqfi agi a}i aéi)
Fundamentale Poisson Klammer

{q’iv Qj}(j,ﬁ = (U {pivpj}cﬁﬁ = 0, {inpj}cﬁﬁ m 5’ij

Kriterium fur die Kanonizitat von
Koordinatentransformationen

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. 2



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer

of O Of O
(@50, 9@ 70} s =iy (Yo - 8o
Fundamentale Poisson Klammer

{q’iv Qj}(j,ﬁ = (U {pivpj}cﬁﬁ = 0, {inpj}cﬁﬁ m 5’ij

Kriterium fur die Kanonizitat von
Koordinatentransformationen

QM: |Gi, Gi|— = [Di, Djl- =0, |G, p;|- = ihdi;

Grundlagen der analytischen Mechanik y






Phasentransformationen

Phasentransformation: (g,p) — (7,p)
Kanonische Phasentransformationen

3H(q,p, t) mit g; = 52, p; = =92 Vi




Phasentransformationen

Phasentransformation: (g,p) — (7,p)
Kanonische Phasentransformationen

3H(q,p, t) mit g; = 52, p; = =92 Vi

Kriterium fur Kanonizitat:  Fundamentale
Poisson- Klammer

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Phasentransformationen

Fs>-Transformationen
Erzeugende Funktion: F, = F»(q,p,t)



Phasentransformationen

Fs>-Transformationen
Erzeugende Funktion: F, = F»(q,p,t)

Bel kanonischer Transformation  gilt:
Pl = D D — H %



Phasentransformationen

Fs>-Transformationen

Erzeugende Funktion: F, = F»(q,p,t)
Bel kanonischer Transformation  gilt:
S pidi—H==>_qp— H+ %2

Hieraus folgt tber Differentialbildung:

OF: - OF ] OF
pi:3_q7;27 Qi:(‘)ﬁga H:H_I_@_f

1




Phasentransformationen

Fs>-Transformationen

Erzeugende Funktion: F, = F»(q,p,t)
Bel kanonischer Transformation  gilt:
S pidi—H==>_qp— H+ %2

Hieraus folgt tber Differentialbildung:

oFy,  — OF ] OF:
pi:(‘y_qi27 Qi:aﬁ?7 }I:[—l_l_(?_t2

1

Uber Einsetzen in das Hamiltonsche Prinzip und

Variation nach (g, p) folgen die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen



Phasentransformationen

Aquivalente Erzeugende

q p

F(3,41) Fi(G7.t)
g pi:%_l;la ﬁi:—%gj pi:%_}q?a (?z':%g

F3(ﬁ7q:)7t): F4(ﬁ)ﬁat):
. 9
P C]zz—%gfy pi:—%% Q’i:_%_lgja q; = azgi




Hamilton- Jacobi Dgl.

Gesucht: Transformation S mit
¢; =const, p, =const vz

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton- Jacobi Dgl.

Gesucht: Transformation S mit
¢; =const, p, =const vz

. . T 9S __
Losung: Smit| H = H + %> =0

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton- Jacobi Dgl.

Gesucht: Transformation S mit
¢; =const, p, =const vz

s i . = - 85
Losung: Smit| H = H + %> =0

Beweis: §; = 3g 0, pi = — %2 =0

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton- Jacobi Dgl.

Gesucht: Transformation S mit
¢; =const, p, =const vz

Losung: S mit| H = H + 25 =

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton- Jacobi Dgl.

Gesucht: Transformation S mit
¢; =const, p, =const vz

Losung: S mit| H = H + 25 =

Beweis: ¢; = g—g —0,p;, = -2 =90

S sei F,- Transformation = p; = 22

Hamilton-Jacobi Differentialgleichung

0S 0S 0S
H(Qla"'7QS73_q17°°°7aqsat)_I_W:O

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. Z



Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation



Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation

Es gilt: £5(3.5.1) = S0, (Ldi+ 25) + %



Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation

Es qilt: dS(q pt)=> ", (8—Sq'@- + g—gﬁi) + %—f
as N . 0S _ 7 i
AuBerdem: 5= =p;, p; =0, &S =H - H=-H



Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation
d s (0SS . | 98>+ dS
Es gilt: £5(¢,p,t) = > i, (_Qi + a—p—ipz-) + &=
as _ _ 0 95 _ 7 .
AuRRerdem: 22 = p,. p; = 0, 5 =H-H=-H

(da F5- Transformation)



Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation
d s (0SS . | 98>+ dS
Es gilt: £5(¢,p,t) = > i, (_Qi + a—p—ipz-) + &=
as _ _ 0 95 _ 7 .
AuRRerdem: 22 = p,. p; = 0, 5 =H-H=-H

o 0S _
(nach Voraussetzung: H = H + e lt)



Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation
d s (0SS . | 98>+ dS
Es gilt: £5(¢,p,t) = > i, (_Qi + a—p—ipz-) + &=
as _ _ 0 95 _ 7 .
AuRRerdem: 22 = p,. p; = 0, 5 =H-H=-H

Somit fOIgt E — Zizl Diq; — H=1L
= |5 = det+const




Hamilton- Jacobi Dgl.

Physikalische Bedeutung der Transformation

Es gilt: £5(3.5.1) = S0, (Ldi+ 25) + %

AuBerdem: 22 =p;, p; =0, & =H—-H=—-H

Somit fOIgt E — Zizl piq; — H = L
= |5 = det+con5t

Die Erzeugende S in der Hamilton- Jacobi
Mechanik entspricht der Wirkung S Im
Hamiltonschen Prinzip.



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0

Definition: Hamiltonsche charakteristische
Funktion W



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0

Definition: Hamiltonsche charakteristische
Funktion W

S(q.p,t) = W(q,p) -
(H = const = E)



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0

Definition: Hamiltonsche charakteristische
Funktion W

S(q,p,t) = W(q.p) —
W ist Erzeugende der Transformation
ow - ow E’ — H

pi_(‘)q7 QZ— op;



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0

Definition: Hamiltonsche charakteristische
Funktion W

S(q,p,t) = W(q,p) —

W ist Erzeugende der Transformation
pi=% Gi=%, H=H

op; ’

W sel so gewahlt dald p; = a; = const fur alle |



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0

Definition: Hamiltonsche charakteristische
Funktion W

S(q,p,t) = W(q,p) —

W ist Erzeugende der Transformation
pi=% Gi=%, H=H

op; ’

W sel so gewahlt dald p; = a; = const fur alle |
(q; zyklisch = p; = const),



Separation der Variablen

Betrachtung der HID fiir 22 = 0

Definition: Hamiltonsche charakteristische
Funktion W

S(q,p,t) = W(q,p) —

W ist Erzeugende der Transformation
pi=% Gi=%, H=H

op; ’

W sel so gewahlt dald p; = a; = const fur alle |
Hamilton- Jacobi Differentialgleichung

H(Q17°°°7q87 g?f 7%%) :E(&17'°7a8)




Separation der Variablen

¢ erscheine in H nur in der Form f(qi, %‘f)



Separation der Variablen

q1 erscheine in H nur in der Form f(q1, 5 -)
Ansatz: W(Cﬁﬁ) = W(Q% SR 7QSap:> o Wl(Ql;ﬁ)



Separation der Variablen

q1 erscheine in H nur in der Form f(q1, 5 -)

Ansatz: W (q,p) = W(qa,...,qs, D) +Wilqi,p)

HID: H(q,. .., qs, %, . gTVZ, (q1, %‘ff)) — B




Separation der Variablen

q1 erscheine in H nur in der Form f(q1, 5 -)

Ansatz: W (q,p) = W(qa,...,qs, D) +Wilqi,p)

HJD: H(QQ,...,qs,gg gTW (qh%lg?)) — B

dW

H—const:> £ _ 0= f(q,dq1

q1

) = ¢1 = const




Separation der Variablen

¢, erscheine in H nur in der Form f(qi, g_w)

Ansatz: W (q,p) = W(qa,...,qs, D) +Wilqi,p)

HID: H(g, ..., qs, %, . gTVZ, (q1, %Ig?)) — B

. OH __ dWiy __ _
H = const = 5 =0=|f(q, 5') = a1 = const

HJD: H(QQ,...,QS,%,... % c1)=F



Separation der Variablen

q1 erscheine in H nur in der Form f(q1, 5 -

Ansatz: W (q,p) = W(qa,...,qs, D) +Wilqi,p)

HJD: H(QQ,...,qs,gg gTW (qh%lg?)) — B

H = const = 92 =0 = f(q,‘%jl):cl:(:(mst

q1

HJD: H(QQ,...,qs,g?; i c1)=F

) 8(] )
Konnen sukzessive alle Variablen ¢; abgetrennt
werden, ist die HID in den Koordinaten g;
separabel .



Separation der Variablen

q1 erscheine in H nur in der Form f(q1, 5 -

Ansatz: W (q,p) = W(qa,...,qs, D) +Wilqi,p)

HJD: H(QQ,...,qs,gg gTW (qh%lg?)) — B

H = const = 92 =0 = f(q,‘%jl):cl:(:(mst

q1

HJD: H(QQ,...,qs,g?; i c1)=F

) 8(] )
Konnen sukzessive alle Variablen ¢; abgetrennt
werden, ist die HID in den Koordinaten g;
separabel .



Separation der Variablen

Ansatz bei in den Koordinaten ¢; separabler
HJD



Separation der Variablen

Ansatz bei in den Koordinaten ¢; separabler
HJD

Charakteristische Funktion:
W = ijl Wj(q]‘, i, ... ,Ozs)




Separation der Variablen

Ansatz bel In den Koordinaten
HJD

Charakteristische Funktion:
W = ijl Wj(q]‘, ey - . ,Ozs)

g; separabler

p; = a; da W so gewahlt daf$ alle ¢; zyklisch



Separation der Variablen

Ansatz bei in den Koordinaten ¢; separabler
HJD

Charakteristische Funktion:
W = ijl Wj(q]‘, i, ... ,Ozs)

Es ergeben sich s Differentialgleichungen der
-orm:

dW;
H](Q]) dqj?Oél? > 7a8) — O




Separation der Variablen

Ansatz bei in den Koordinaten ¢; separabler
HJD

Charakteristische Funktion:
W = ijl Wj(q]‘, i, ... ,Ozs)
Es ergeben sich s Differentialgleichungen der
—orm:

dW;
H](Q]) dqj?Oél? > 7a8) — O

AW,
de

Die Gleichungen sind nach aufzuldésen und

ZU Integrieren



Fokker-Planck Gleichung

Hamilton-Jacobi Formalismus und
Behandlung der Fokker-Planck Gleichung

0 0 v %
EW:( aun (Q) ' Qaqyaun M)




Fokker-Planck Gleichung

Hamilton-Jacobi Formalismus und
Behandlung der Fokker-Planck Gleichung

W = (_a(szV(Q) | mavaunV“)
W (q,t): Wahrscheinlichkeitsdichte




Fokker-Planck Gleichung

Hamilton-Jacobi Formalismus und
Behandlung der Fokker-Planck Gleichung

0 0 v %
EW:( aun (Q) ' Qaqyaun M)




Fokker-Planck Gleichung

Hamilton-Jacobi Formalismus und
Behandlung der Fokker-Planck Gleichung

0 0 v v
EW: ( (9qu (Q) I Qaqyaun M)

Ansatz fur statischeﬁ Dichte W:
W (g,n) = N(n)e=@n/s




Fokker-Planck Gleichung

Hamilton-Jacobi Formalismus und
Behandlung der Fokker-Planck Gleichung

%) 5] 7, 7,
EW = ( 8QVK (g) I Qaqyaun ILL)
Ansatz fur statischeﬁ Dichte W:

W (g, n) = N(n)e ¢@n/m

Fir n — 0 mit ¢(¢) = lim, o ¢(q,n) folgt:
KV( )8qbq_) | Quuaﬁb@aﬁb(@ _0

dqg¥  Ogt




Fokker-Planck Gleichung

Hamilton-Jacobi Formalismus und
Behandlung der Fokker-Planck Gleichung

%) 5] 7, 7,
EW = ( 8QVK (g) I Qaqyaun ILL)
Ansatz fur statischeﬁ Dichte W:

W (g, n) = N(n)e ¢@n/m

Fir n — 0 mit ¢(¢) = lim, o ¢(q,n) folgt:
KV( )8qbq_) | Quuaﬁb@aﬁb(@ _0

dqg¥  Ogt
nterpretation als HID mit Wirkung  ¢(q):

H(q,p) = Q" pupu + K" (q)p, = 0




Zusammenfassung

Lagrange Mechanik

Grundprinzipien:

d’Alembertsches Prinzip: 3_.(K; — mr;) - 67 = 0
Hamiltonsches Prinzip: o fttf L(q, g, t)dt =
Lagrange-Funktion: L(q,¢.t) = T(q,q,t) — V(q)
Bewegungsgleichung:

Lagrange Gleichung 2. Art: & 22 — & = 0




Zusammenfassung

Lagrange Mechanik

Hamiltonsches Prinzip und Lagrange-
gleichungen besitzen aul3erhalb der Mechanik

grol3e Bedeutung insbesondere in den
Feldtheorien .



Zusammenfassung

Hamiltonmechanik
Die Hamiltonmechanik stellt eine Formulierung
der Lagrangemechanik im Phasenraum dar.

Hamilton-Funktion:

H(Qh -y 4sy P15 -5 Ps; t) o Zf:l quz — L
(Legendretransformierte von L)
Bewegungsgleichungen:

, —9H 5 _ _OH 0L _ OH
QZ_(‘)piv Pi = 0q; ot Ot

Bedeutung: z.b. In statistischer Physik

1=1,...5

Grundlagen der analytischen Mechanik &



Zusammenfassung

Hamilton-Jacobi Mechanik

Ziel: Bestimmung einer F5- Transformation S die
auf eine triviale Losung des mechanischen
Problems mit ¢; =const, p, =const (Vi) fuhrt.

Hamilton-Jacobi Differentialgleichung
H(q1,- s gr -5 5o t) + 52 = 0 (S Wirkung)

Insbesondere geeignet zur Losung
mechanischer Probleme mit separablen
Variablen .



Erganzungen

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. &



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit
Zwangsbedingungen in differenzieller Form

I Qi +bydt =0 i =1,...,p



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit

Zwangsbedingungen in differenzieller Form
‘anlaimdqm—kbitdt =0 1= 1, , P
Formulierung fur virtuelle Verrickungen:

J
m=1

aim5Qm207 Zzlaap



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit
Zwangsbedingungen in differenzieller Form

Qi dgm + bpdt =0 i=1,...,p

Formulierung fur virtuelle Verrickungen:

J
m=1

Es folgt: > ., A Z%@:l im0 = 0

aim5Qm207 Zzlaap



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit
Zwangsbedingungen in differenzieller Form

Qi dgm + bpdt =0 i=1,...,p

Formulierung fur virtuelle Verrickungen:

J
m=1

Es folgt: > . )\ Z%@:l im0 = 0

aim5Qm207 Zzlaap

Lagrangescher Multiplikator



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit

Zwangsbedingungen in differenzieller Form

Qi dgm + bpdt =0 i=1,...,p

Formulierung fur virtuelle Verrickungen:

J
m=1

Es folgt: > ., A Z%@:l im0 = 0

Gleichsetzen mit d’Alembertschem Prinzip:
| d 9T _ oT
f71:1 ({dt OQm 8qm} Qm I ?:1 )‘iafim) 5(]777, =0

aim5Qm207 Zzlaap

Grundlal gen der anal ytischen Mechanik — p. 3



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme

mit

Zwangsbedingungen in differenzieller Form

J

Erweiterte Lagrange G

mzlaimde+bitdt:O 1=1,...,p

eichung:

j d [ oL oL |
m=1 \ | dt \ Oqm Oqm

fZ;:l Aiaim) 6Qm =0



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit

Zwangsbedingungen in differenzieller Form

Qi dgm + bpdt =0 i=1,...,p

Erweiterte Lagrange Gleichung:
j 4 (oL OL | p _
m=1 (_dt ((‘)q;n> aqm_ i=1 Ai@im) 6Qm =0

Fur die 5 — p unabhangigen ¢, mul3 jeder
Summand fur sich bereits O sein.




Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit

Zwangsbedingungen in differenzieller Form

Qi dgm + bpdt =0 i=1,...,p

Erweiterte Lagrange Gleichung:
| 4 (oL oL |
Zn:l (_dt (8q}n) m | f]ijzl Aiaﬂim) 6qm =l
Fur die 5 — p unabhangigen ¢, mul3 jeder
Summand fur sich bereits O sein.

Fur die p abhangigen ¢,, kann dies durch eine
geeignete Wahl der \; erreicht werden

Grundlal gen der anal ytischen Mechanik — p. 4



Lagrange Gleichungen

Konservative Systeme mit

Zwangsbedingungen in differenzieller Form

Qi dgm + bpdt =0 i=1,...,p

Erweiterte Lagrange Gleichung:
| d (oL OL |
‘77”“:1 ({dt (3%) OGm, | ?i):l Aiaﬂim) 0qm = 0

_agrange Gleichungen 1. Art

d (OL\ _ 0L _ P .
dt (aq;n) O L—i=1 AiGim

(Uber geeignete Wahl der \;)




Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen
1) Festlegung der generalisierten Koordinaten ¢



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen

1) Festlegung der generalisierten Koordinaten ¢
2) Aufstellen der Transformationsgleichungen

qdi = Qi(r_ia '°7T7V7t)7 QZ = q.i(r—1)7 "7T7V7T_ia °'7T7V7t)



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen
1) Festlegung der generalisierten Koordinaten ¢
2) Aufstellen der Transformationsgleichungen

qi — Qi(r_ia o T?V) t)) QZ = q.i(r—1)7 o0y T?V) T_ia 1op T?Va t)
3) Aufstellen der Lagrange-Funktion

L(q,q,t) =1(q,q,t) — V(q,t)



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen

1) Festlegung der generalisierten Koordinaten ¢
2) Aufstellen der Transformationsgleichungen

qi — Qi(r_ia o T?V) t)) QZ = q.’i(r—1)7 o0y T?V) T_ia 1op T?Va t)

3) Aufstellen der Lagrange-Funktion

L(q,q,t) = T(q,q,t) — V(q,1)

4) Lagrange-Mechanik:

Aufstellen der Euler-Lagrange Gleichungen



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen

1) Festlegung der generalisierten Koordinaten ¢
2) Aufstellen der Transformationsgleichungen
¢ = q;(r1,..,Tn,t), G = q;(71, TR, ..,7{7\[,15)
3) Aufstellen der Lagrange-Funktion
L(7,q,t) = T(, ., t) — V(3. 1)

4) Bestlmmung von ¢'im Phasenraum

pi(qqt) =9 i=1,.,s=  §=qGrpnt1)

Grundlagen der analytischen Mechanik 4



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen

5) Bestimmung der Hamilton-Funktion:



Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen

5) Bestimmung der Hamilton-Funktion:
6) Formulierung der Bewegungsgleichungen:

c - 0OH oL _ O0H | , __
Gi = Gp Di= g0 —a = o | =L




Bewegungsgleichungen

Aufstellen der Bewegungsgleichungen

5) Bestimmung der Hamilton-Funktion:
6) Formulierung der Bewegungsgleichungen:

o I - 0OH oL _ O0H | , __
Gi = Gp Di= g0 —a = o | =L

Anmerkung: Bei holonom-skleronomen ZB qilt

H(q,p,t) = T(q,q,t) +V(q);
Die Hamilton-Funktion kann dann direkt tUber
uber ¢ = ¢(q, p,t) formuliert werden.



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer

. S of 0 of 0
(@p,1), 9(q, 0, ) a5 = D iy (aqfi agi a}i aé)
Zeitliche Anderung einer Observablen f

%f@ﬁ,t)zzs ( fQZ_I_(’)]{pz)—F of

Grundlagen der analytischen Mechanik — p.



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer
- S of 0 of 0
(@p,1), 9(q, 0, ) a5 = D iy (aqfi agi a}i aé)

Zeitliche Anderung einer Observablen f

_ZS of oH |, O0f oH\ |, Of
— Lag=1\0q; Op; ' Op;dq; ) = Ot

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. £



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer

{F(@.5.8), 9@ 7D }ap = Lo (9L — 200 )
Zeitliche Anderung einer Observablen f
Gf@pt) =30, ( S + agpz) + 4

= %5 (8482 - 3&%’;) o

= Z_J; =1{/, H}q,p

Grundlagen der analytischen Mechanik — p. £



Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer
- S of 0 of 0
(@p,1), 9(q, 0, ) a5 = D iy (aqfi agi a}i aé)

Zeitliche Anderung einer Observablen f
L5@ 51 = Xiy (8di+ 55p:) + 4
_Zs oOf 0H , Of oH\ , Of
N J=1\ 0¢; Op; ' Op; g Ot

d
=7 _f =1/, H}q,p

dfrr . Ofn
QM: U :%[fH,H]_+%
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Poisson Klammer

Definition: Poisson Klammer
- S of 0 of 0
(@p,1), 9(q, 0, ) a5 = D iy (aqfi agi a}i aéi)

Zeitliche Anderung einer Observablen f
/(@) =30 ( gucdi + 85192) + 5
-y, (%9 3;%{) Y

= igl_]; =1/, H}5+
Integral der Bewegung: {f,H}gp =

Grundlagen der analytischen Mechanik — p.
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